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В диссертационной работе рассматривается актуальная научная
проблема обоснования простых, легко реализуемых приближенных ме-
тодов решения важных с практической точки зрения классов сингу-
лярных интегродифференциальных и периодических псевдодифферен-
циальных уравнений.
Общая характеристика работы
Диссертация посвящена разработке и обоснованию приближенных
методов решения различных классов сингулярных интегродифферен-
циальных уравнений с ядрами Гильберта и Коши, в которых произ-
водные аппроксимируются конечными разностями, а интегралы, в том
числе сингулярные, квадратурными суммами. В работе предложены
и обоснованы полиномиальный метод коллокаций для полных сингу-
лярных интегродифференциальных уравнений с ядром Гильберта, при
этом приближенное решение ищется в виде интерполяционного полино-
ма с кратными узлами, и полиномиальный метод коллокации для при-
ближенного решения периодических псевдодифференциальных уравне-
ний, являющихся естественным обобщением сингулярных интегродиф-
ференциальных уравнений с ядром Гильберта.
Актуальность проблемы. Сингулярные интегродифференциаль-
ные уравнения составляют широкий класс задач, которые, с одной сто-
роны, являются обобщением сингулярных интегральных уравнений, а
с другой – обыкновенных дифференциальных уравнений или, в мно-
гомерном случае, уравнений в частных производных. Как и сингуляр-
ные интегральные уравнения, сингулярные интегродифференциальные
уравнения тесно связаны с краевыми задачами теории функций комп-
лексной переменной. Как обобщение обыкновенных дифференциальных
уравнений и уравнений в частных производных, сингулярные интег-
родифференциальные уравнения относятся к задачам математической
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физики. Таким образом, как теория, так и методы исследования сингу-
лярных интегродифференциальных уравнений лежат на стыке теорий
краевых задач для аналитических функций и задач математической
физики.
Обе эти тесно взаимосвязанные теории к настоящему времени хоро-
шо развиты в качественном плане, то есть вопросы существования и
единственности решений и их принадлежность к определенным функ-
циональным пространствам исследованы глубоко и полно. Однако мно-
гие вопросы нахождения самих этих решений как для конкретных урав-
нений, так и для классов уравнений, определяемых классами коэффи-
циентов и правых частей, остаются открытыми до сих пор. Известно,
что сингулярные интегродифференциальные уравнения точно решают-
ся лишь в редких частных случаях. Поэтому актуальной задачей явля-
ется разработка и теоретическое обоснование приближенных методов
решения таких уравнений.
Общей теории приближенных методов решения операторных урав-
нений и ее приложениям к сингулярным интегральным и интегродиф-
ференциальным уравнениям посвящено большое число работ. Первые
значительные результаты в этой области были получены С. Г. Мих-
линым, В. В. Ивановым, Б. Г. Габдулхаевым; весомый вклад в раз-
витие приближенных методов решения сингулярных уравнений внесли
также А. А. Бабаев, С. М. Белоцерковский, И. Гохберг, М. Гольберг,
В. А. Золотаревский, А. И. Каландия, И. К. Лифанов, Б. И. Мусаев,
З. Пре¨ссдорф, Н. Я. Тихоненко, М. А. Шешко, Д. Эллиотт, а также их
ученики и последователи.
На основании этих работ можно констатировать, что к настояще-
му времени предложено и обосновано большое число различных при-
ближенных методов решения сингулярных интегродифференциальных
2
уравнений с ядрами Гильберта и Коши, и в ряде случаев получены
окончательные результаты, то есть для отдельных классов уравне-
ний указаны методы, обладающие наивысшей (асимптотически или
по порядку) скоростью сходимости приближенных решений к точному.
Однако на практике предпочтение нередко отдается методам, облада-
ющим простыми вычислительными схемами, даже если скорость их
сходимости невелика. К таким методам относятся, например, разност-
ный и квадратурно-разностный методы решения регулярных диффе-
ренциальных и интегродифференциальных уравнений. Это привело к
необходимости разработки и обоснования аналогичных приближенных
методов для решения различных классов сингулярных интегродиффе-
ренциальных уравнений.
Цель диссертационной работы состоит в разработке и обоснова-
нии квадратурно-разностных и коллокационных методов решения раз-
личных классов сингулярных интегродифференциальных уравнений с
ядрами Гильберта и Коши, а также в обосновании полиномиальных
коллокационных методов решения периодических псевдодифференци-
альных уравнений и систем таких уравнений.
Направление исследований. Проведенные исследования опирают-
ся на результаты общей теории приближенных методов решения опе-
раторных уравнений, основы которой заложены в работах Л. В. Кан-
торовича, на результаты Б. Г. Габдулхаева по обоснованию прибли-
женных методов решения сингулярных интегральных и интегродиф-
ференциальных уравнений, на результаты Г. М. Вайникко по обосно-
ванию непроекционных методов решения операторных уравнений и на
методику Д. Арнольда и В. Вендланда обоснования метода коллокаций
путем сведения его к нестандартному методу Галеркина. При выводе и
обосновании полученных в диссертации результатов существенным об-
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разом используются теории функций действительного и комплексного
переменного, сингулярных интегральных и интегродифференциальных
уравнений, краевых задач, а также некоторые оценки теории прибли-
женных методов решения операторных уравнений.
Обоснованность и достоверность полученных результатов осно-
ваны на строгих доказательствах, содержащих подробные выкладки и
вычисления автора диссертации, а также, где это необходимо, ссылки
на результаты других авторов. В приложении к диссертационной ра-
боте приведены численные примеры, подтверждающие результаты и
выводы, полученные в ней.
На защиту выносятся следующие основные результаты дис-
сертационной работы.
1. Для линейных сингулярных интегродифференциальных уравне-
ний с ядром Гильберта обоснованы квадратурно-разностные методы,
основанные на аппроксимации точного решения сплайнами и тригоно-
метрическими полиномами с кратными узлами.
2. Для линейных и нелинейных сингулярных интегродифференциаль-
ных уравнений с ядром Гильберта обоснованы сеточные квадратурно-
разностные методы решения.
3. Сеточный кубатурно-разностный метод решения обоснован для
многомерных сингулярных интегродифференциальных уравнений с
ядром Гильберта.
4. Обоснован метод полиномиальной коллокации для приближенного
решения периодических псевдодифференциальных уравнений и систем
псевдодифференциальных уравнений в пространствах Соболева.
5. Для линейных сингулярных интегродифференциальных уравне-
ний с ядром Коши обоснован сеточный квадратурно-разностный метод
решения.
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6. Получены оценки норм операторов Лагранжа в одномерном и мно-
гомерных пространствах Соболева.
Теоретическое значение и научная новизна работы. Истори-
чески сложилось так, что методики обоснования приближенных мето-
дов решения интегральных уравнений и дифференциальных уравнений
развивались отдельно. Основоположником общей теории используемой
для обоснования приближенных методов решения интегральных урав-
нений является Л. В. Канторович. Позже его теория была использова-
на для обоснования некоторых прямых и проекционных методов мето-
дов решения сингулярных интегральных и интегродифференциальных
уравнений в работах Б. Г. Габдулхаева и его учеников. Разностные
методы решения дифференциальных уравнений обосновывались путем
доказательства аппроксимации точного уравнения разностной схемой
и ее устойчивости. Позже, в работах Г. М. Вайникко, эта методика бы-
ла обобщена до теории приближенных методов решения операторных
уравнений на основе понятий регулярной, устойчивой и компактной
сходимости операторов. Однако ни одна из этих теорий в отдельности
не позволяла обосновывать квадратурно-разностные методы решения
сингулярных интегродифференциальных уравнений.
В данной работе предложены и обоснованы различные квадратурно-
разностные методы решения сингулярных интегродифференциальных
уравнений с ядрами Гильберта и Коши. Причем для большинства пред-
ложенных методов обоснование проводилось с помощью новой методи-
ки, разработанной автором.
Все результаты, выносимые на защиту, являются новыми. Обоснова-
ния различных квадратурно-разностных методов, приведенные в рабо-
те, показывают эффективность новой методики обоснования, разрабо-
танной автором. Эта методика в дальнейшем может быть использована
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для обоснования подобных методов решения широкого класса сингу-
лярных интегродифференциальных и псевдодифференциальных урав-
нений.
Теоретическая и практическая значимость. Диссертация но-
сит теоретический характер. Полученные в ней результаты могут быть
использованы при дальнейшем развитии теории приближенных мето-
дов решения сингулярных интегродифференциальных и периодических
псевдодифференциальных уравнений. Они могут быть, кроме того, не-
посредственно применены при решении прикладных задач, сводящихся
к уравнениям указанных типов.
Апробация работы. Основные результаты диссертации по мере
их получения были доложены на Республиканской научно-технической
конференции ”Интегральные уравнения в прикладном моделировании”
(г. Киев, 1983 г.), на V Всесоюзной школе ”Теоретические основы и
конструирование численных алгоритмов решения задач математичес-
кой физики и теории приближений” (г. Казань, 1984 г.), на Всесоюз-
ных симпозиумах ”Метод дискретных особенностей в задачах мате-
матической физики” (г. Харьков, 1987, 1989, 1993 гг., г. Одесса, 1991
г.), на Всесоюзной конференции ”Методы решения сингулярных ин-
тегральных уравнений” (г. Тарту, 1989 г.), на Международной кон-
ференции ”Алгебра и анализ”, посвященной 100-летию со дня рожде-
ния Н.Г.Чеботарева (г. Казань, 1994 г.), на Школе-конференции ”Те-
рия функций и ее приложения” (г. Казань, 1995 г.), на Втором ев-
ропейском математическом конгрессе ECM2 (г. Будапешт, 1996 г.),
на Конференции по дифференциальным уравнениям и их приложени-
ям EQUADIFF 9 (г. Брно, 1997 г.), на Международной конференции
”Дифференциальные и интегральные уравнения” (г. Одесса, 2000 г.),
на Международных конференциях ”Dynamical systems modelling and
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stability investigation” (г. Киев, 2001, 2003 гг.), на Научной конферен-
ции, посвященной 125-летию Казанского педагогического университе-
та (г. Казань, 2001 г.), на Международной конференции по вычисли-
тельной математике и приложениям ENUMATH 2003 (г. Прага, 2003
г.), на Международной конференции ”Алгебра и анализ”, посвящен-
ной 200-летию Казанского государственного университета (г. Казань,
2004 г.), на Десятой международной научной конференции им. ака-
демика М. Кравчука (г. Киев, 2006 г.), на международных научных
конференциях ”Differential & difference equations and applications” (г.
Мельбурн, Флорида, 2005 г., г. Орландо, Флорида, 2008 г., г. Понта
Дельгада, 2011 г.), на Девятой международной Казанской летней науч-
ной школе-конференции ”Теория функций, её приложения и смежные
вопросы” (г. Казань, 2009 г.), а также на Итоговых научных конфе-
ренциях Казанского государственного университета 1985-2003 гг. (г.
Казань) и на научных семинарах ”Теория аппроксимации и ее¨ прило-
жения” при Казанском государственном университете (руководитель:
профессор Б. Г. Габдулхаев) и ”Геометрическая теория функций и кра-
евые задачи” при НИИ механики и математики им. Н. Г. Чеботарева
(руководитель: профессор Ф. Г. Авхадиев).
Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в
работах [1]–[39]. Все результаты диссертации получены автором лично,
соавторов нет.
Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения,
шести глав, каждая из которых разбита на параграфы, заключения,
списка цитированной литературы из 208 наименований и приложения.
Общий объем работы 255 страниц. Параграфы внутри каждой главы
имеют независимую нумерацию. Определения, теоремы, леммы, след-
ствия и замечания нумеруются независимо друг от друга с указанием
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номера главы и порядкового номера внутри главы. Номера формул со-
стоят из номера главы, номера параграфа и непосредственно номера
формулы внутри параграфа.
Краткое содержание работы
Во введении отмечены характер, направленность и методология
диссертационного исследования. Их главным содержанием являются,
как указано выше, построение и обоснование квадратурно-разностных
методов решения различных классов сингулярных интегродифференци-
альных уравнений, а также новые методики обоснования квадратурно-
разностных методов и полиномиального метода коллокаций для при-
ближенного решения периодических псевдодифференциальных уравне-
ний.
Сингулярные интегральные уравнения, содержащие производную
искомой функции (то есть сингулярные интегродифференциальные
уравнения), были рассмотрены впервые в работах А. Пуанкаре в связи
с теорией приливов и Д. Гильберта в 1902 – 1904 гг. В 1918 г. Л. Пран-
дтль, исследуя аэродинамические свойства поверхностей, получил син-
гулярное интегродифференциальное уравнение, которое носит имя сво-
его первооткрывателя и до сих пор привлекает к себе внимание как
специалистов по аэро- и гидродинамике, так и математиков. С этого
времени сингулярные интегродифференциальные уравнения появляют-
ся в работах по аэро- и гидродинамике, теории упругости, электроди-
намике, теории дифракции.
С 1938 года начались планомерные исследования сингулярных ин-
тегродифференциальных уравнений в рамках развития математичес-
кой теории краевых задач теории функций комплексной переменной.
Ф. Д. Гахов в 1938 году, И. Н. Векуа в 1942 году и Д. И. Шерман в
1946 году представили три различные постановки задачи Гильберта,
8
содержащей производные искомой функции, – в виде сингулярного ин-
тегродифференциального уравнения, в виде краевой задачи и в виде
задачи для гармонических функций. В монографии ”Краевые задачи”
Ф. Д. Гахов показал, что все три постановки в целом ”равносильны
как в отношении методов, которые могут быть применены для реше-
ния любой из них, так и в отношении результатов, которые при этом
получаются”.
Аналогичное обобщение задачи Римана было впервые сделано Л. Г.
Магнарадзе. Впоследствии в работах Ю. М. Крикунова и В. С. Рого-
жина были получены представления, значительно упростившие иссле-
дования этой задачи. Р. С. Исаханов показал, что для таких уравнений
справедливы теоремы, аналогичные теоремам Не¨тера, а также обоб-
щил задачу на случай нескольких разомкнутых контуров и разрывных
коэффициентов. Н. П. Векуа указал способ решения сингулярных ин-
тегродифференциальных уравнений путем сведения их к задаче Коши
для сингулярных интегральных уравнений.
Здесь уместно подчеркнуть, что, хотя метод Векуа позволяет сводить
сингулярные интегродифференциальные уравнения к сингулярным ин-
тегральным уравнениям, проблема методов приближенного решения
сингулярных интегродифференциальных уравнений, как самостоятель-
ная, не снимается. В качестве основных причин этого обстоятельства
можно указать следующие: во-первых, разработка и обоснование мето-
дов приближенного решения сингулярных интегродифференциальных
уравнений без их сведения к сингулярным интегральным уравнениям
нужны потому, что сам процесс сведения с вычислительной точки зре-
ния может оказаться сложным и нежелательным, и, во-вторых, положи-
тельное решение указанной проблемы может позволить обосновать ряд
методов в применении к более широким классам сингулярных интег-
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родифференциальных уравнений, в частности, к тем разновидностям
сингулярных интегродифференциальных уравнений, для которых све-
дение к сингулярным уравнениям пока неизвестно или невозможно в
принципе.
Бурное развитие теории сингулярных интегральных уравнений и
сингулярных интегродифференциальных уравнений в последующие го-
ды, их связь с краевыми задачами и многочисленные приложения в
теории упругости, гидромеханике и многих разделах математической
физики усилили внимание математиков к методам приближенного ре-
шения этих уравнений и к проблемам обоснования этих методов.
Далее во введении дан обзор близких по тематике работ, аннотиро-
ваны выполненные исследования, отмечены их результаты.
Каждая глава диссертационной работы, начиная со второй, начина-
ется с краткого изложения истории возникновения и развития задач,
рассматриваемых в этой главе. Здесь же даны ссылки на оригиналь-
ные работы других авторов.
Глава 1 ”Сингулярные интегральные уравнения и их свой-
ства” носит вспомогательный характер. В ней приведены определения
основных понятий, используемых в дальнейшем изложении, а также ос-
новные обозначения. Даны определения и свойства пространств функ-
ций, удовлетворяющих условию Ге¨льдера, пространств функций, сум-
мируемых с весом, а также одномерных и многомерных пространств
Соболева. Затем приводятся система обозначений для регулярных и
сингулярных интегралов с ядрами Коши и Гильберта и некоторые
их свойства. Для всех видов сингулярных интегралов даны формулы
Племеля-Сохоцкого. Показано, как изменяются эти формулы при пере-
ходе от одного функционального пространства к другому.
В §1.2 рассматриваются сингулярные интегральные и интегродиф-
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ференциальные уравнения с ядром Гильберта в одномерном случае.
Указываются свойства и условия разрешимости (если таковые имеют-
ся) этих уравнений.
В §1.3 приводятся свойства одномерных псевдодифференциальных
уравнений в пространствах Соболева. Указывается связь между сингу-
лярными интегральными и интегродифференциальными уравнениями
с ядром Гильберта и псевдодифференциальными уравнениями в про-
странствах Соболева. Дается определение эллиптических псевдодиф-
ференциальных уравнений и указываются условия их разрешимости.
§1.4 посвящен основным свойствам двумерных сингулярных интег-
ральных и интегродифференциальных уравнений с ядром Гильберта.
Двумерный случай рассматривается лишь для простоты выкладок. Все
приводимые здесь результаты без труда переносятся на случай n ≥ 3,
n ∈ N, измерений. Приводятся условия разрешимости для частных слу-
чаев уравнений.
В §1.5 рассматриваются сингулярные интегральные и интегродиф-
ференциальные уравнения с ярдом Коши на разомкнутом контуре. Для
простоты изложения, а также из-за наличия многочисленных прило-
жений, в качестве контура выбран отрезок [−1, 1]. Дается определение
индекса и канонической функции уравнения. Приводятся условия су-
ществования и единственности решения уравнений нулевого, положи-
тельного и отрицательного индексов.
Глава 2 ”Аналитический подход в построении квадратурно-
разностных методов” посвящена исследованию аналитических
квадратурно-разностных методов решения сингулярных интегро-
дифференциальных уравнений. Здесь рассмотрены метод сплайн-
коллокаций и полиномиальный метод коллокаций, в котором в качест-
ве агрегата аппроксимации точного решения уравнения используют-
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ся тригонометрические полиномы с кратными узлами. В обоих случа-
ях вычислительные схемы оказываются квадратурно-разностными, то
есть интегралы аппроксимируются квадратурными суммами, а произ-
водные – конечными разностями.
В §2.1 содержатся необходимые для обоснования сведения и теоремы
одного варианта общей теории приближенных методов, разработанного
Б. Г. Габдулхаевым.
В §2.2 рассматривается один частный случай сингулярного интегро-
дифференциального уравнения вида
x(m)(t)+
m−1∑
ν=0
aν(t)x(ν)(t) + bν(t)2pi
2pi∫
0
x(ν)(τ) ctg
τ − t
2
dτ
+γ = y(t) (2.2.1)
с условием ∫ 2pi
0
x(τ)dτ = 0, (2.2.2)
где x(t) – искомая 2pi-периодическая комплекснозначная функция, γ –
искомое комплексное число, aν(t), bν(t), ν = 0, 1, ...,m − 1, и y(t) – из-
вестные 2pi-периодические комплекснозначные функции, а сингулярные
интегралы с ядром Гильберта
(Jx(ν))(t) =
1
2pi
2pi∫
0
x(ν)(τ) ctg
τ − t
2
dτ, ν = 0, 1, ...,m,
понимаются здесь и далее в смысле главного значения по Коши-Лебегу.
Вначале устанавливаются условия существования и единственности
решения задачи (2.2.1), (2.2.2). Показано (теорема 2.1), что при любых
непрерывных коэффициентах aν, bν, ν = 1, 2, ...,m − 1, удовлетворяю-
щих условию
m−1∑
ν=0
(‖aν‖C + ‖bν‖C) < 1,
задача (2.2.1), (2.2.2) имеет единственное решение при любой правой
части y из пространства Соболева H0.
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Затем строится вычислительная схема метода. Приближенное реше-
ние задачи (2.2.1), (2.2.2) ищется в виде пары xn = (xn, γn), где
xn(t) =
2n+sm∑
k=−rm
xkφ
m
k (t), (2.2.7)
– сплайн порядка m, а γn – искомое комплексное число. Неизвестные
коэффициенты xk, k = −rm, .., 2n+ sm, сплайна (2.2.7) и число γn нахо-
дятся из системы линейных алгебраических уравнений
x(m)n (tk) +
m−1∑
ν=0
aν(tk)x(ν)n (tk) + bν(tk)2n+ 1
2n∑
j=o
αk−jx(ν)n (tj)
+ γn = (2.2.8)
= y(tk), k = 0, 1, ..., 2n,
xk = x2n+k+1, k = −rm,−rm + 1, ..., sm − 1,
2n∑
k=0
xk = 0.
Здесь
tk =
2pik
2n+ 1
, k = 0, 1, ..., 2n, (2.2.9)
– равноотстоящие узлы на интервале [0, 2pi], а коэффициенты αk−j =
α
(n)
k−j равны
α
(n)
k−j =

tg
(k − j)pi
2(2n+ 1)
, k − j − четно,
− ctg (k − j)pi
2(2n+ 1)
, k − j − нечетно.
(2.2.10)
Наконец, для всех однозначно разрешимых задач вида (2.2.1), (2.2.2)
доказана (теорема 2.2) сходимость метода (2.2.6)–(2.2.10), и получена
оценка погрешности приближенного решения.
В уравнении (2.2.1) порядок старшей производной искомой функ-
ции вне сингулярного интеграла выше, чем порядок старшей произ-
водной этой функции под интегралом. Такие уравнения, хотя и со-
держат сингулярные интегралы, подчиняются теории интегральных
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уравнений Фредгольма, а не Не¨тера. Обосновать тем же способом этот
квадратурно-разностный метод для уравнений, имеющих равный по-
рядок старших производных вне и под сингулярным интегралом, не-
удается. Поэтому в §2.3 для таких уравнений построен и обоснован
квадратурно-разностный метод, основанный на аппроксимации точно-
го решения тригонометрическими интерполяционными полиномами с
кратными узлами. Приведем основной результат этого параграфа.
Рассмотрим сингулярное интегродифференциальное уравнение пер-
вого порядка
1∑
ν=0
(aν(t)x(ν)(t) +
bν(t)
2pi
2pi∫
0
x(ν)(τ) ctg
τ − t
2
dτ+ (2.3.1)
+
1
2pi
2pi∫
0
hν(t, τ)x(ν)(τ)dτ) = y(t)
с условием
x(0) = x(2pi), (2.3.2)
где x(t) – искомая, aν(t), bν(t), hν(t, τ) (по обеим переменным), ν = 0, 1,
и y(t) – известные непрерывные 2pi-периодические функции.
Приближенное решение задачи (2.3.1), (2.3.2) будем искать в виде
тригонометрического полинома
x¯n(t) =
1
n2
n−1∑
k=0
([x2n]2k + [D¯2nx2n]2k sin(t− t2k))
sin2
n
2
(t− t2k)
sin2
t− t2k
2
,
удовлетворяющего условиям
x¯n(t2k) = [x2n]2k, x¯′n(t2k) = [D¯2nx2n]2k, k = 0, 1, ..., n− 1,
в четных узлах сетки
tk =
pik
n
, k = 0, 1, ..., 2n− 1. (2.3.4)
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Здесь
[D¯2nx2n]k =
xk+1 − xk
h
, k = 0, 1, ..., 2n− 2,
[D¯2nx2n]2n−1 =
x0 − x2n−1
h
, h =
pi
n
простейшие формулы численного дифференцирования, а x2n – вектор
приближенных значений
[x2n]k = xk, k = 0, 1, ..., 2n− 1,
искомой функции в узлах сетки (2.3.4). Они находятся из системы ли-
нейных алгебраических уравнений
1∑
ν=0
(aν(tk)x¯(ν)n (tk) + bν(tk)(Jx¯
(ν)
n )(tk)+ (2.3.37)
+(J0P τ2n(hνx¯
(ν)
n ))(tk)) = f(tk), k = 0, 1, ..., 2n− 1,
где P τ2n – примененный по переменной τ тригонометрический интерпо-
ляционный оператор Лагранжа по узлам (2.3.4), а
J0x =
1
2pi
2pi∫
0
x(τ)dτ
регулярный интеграл.
Доказано (теорема 2.4), что для уравнения (2.3.1) с коэффициентами
удовлетворяющими условию Ге¨льдера с некоторым показателем α ∈
R, 0 < α ≤ 1, система уравнений (2.3.37) однозначно разрешима для
всех достаточно больших n, и приближенные решения x∗2n сходятся к
точному решению x∗(t) задачи (2.3.1), (2.3.2) в узлах (2.3.4) при n→∞
со скоростью
‖p2nx∗ − x∗2n‖H(1)β,2n ≤ c(n
−α+β lnn+ εn), 0 < β < α ≤ 1,
где
εn = ‖D¯2np2nx∗ − q2nx∗′‖Hβ,2n, Hβ,2n = H(0)β,2n,
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p2nx = (x(t0), x(t1), ..., x(t2n−1)), p2n : H
(1)
β → H(1)β,2n,
q2nx
′ = (x′(t0), x′(t1), ..., x′(t2n−1)), q2n : Hβ → Hβ,2n.
Глава 3 ”Численный подход в построени квадратурно-
разностных методов” диссертационной работы посвящена построе-
нию и исследованию квадратурно-разностных методов решения линей-
ных и нелинейных сингулярных интегродифференциальных уравнений
в пространствах Ге¨льдера и линейных сингулярных интегродифферен-
циальных уравнений с разрывными коэффициентами и правой частью
в пространствах квадратично суммируемых функций. Здесь для обос-
нования рассматриваемых методов наряду с результатами Б. Г. Габ-
дулхаева существенно используются результаты варианта теории при-
ближенных методов, разработанного Г. М. Вайникко.
В §3.1 содержатся необходимые сведения и теоремы теории
Г.М. Вайникко. Сами эти теоремы и их использование для обоснования
численных приближенных методов существенно сложнее, чем анало-
гичные теоремы теории обоснования аналитических методов. Это свя-
зано с тем, что здесь не предполагается выполнение условия Xn ⊂ X.
Оно заменено более слабым условием наличия так называемых ”свя-
зывающих отображений” (терминология Г. М. Вайникко) pn : X →
Xn, удовлетворяющих некоторым дополнительным условиям, позволя-
ющим определить различные виды сходимости как для элементов ос-
новных пространств, так и для определенных на них операторов.
В §3.2 обоснован квадратурно-разностный метод для полных линей-
ных сингулярных интегродифференциальных уравнений с ядром Гиль-
берта вида
m∑
ν=0
(aν(t)x(ν)(t) +
bν(t)
2pi
2pi∫
0
x(ν)(τ) ctg
τ − t
2
dτ+ (3.2.1)
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+
1
2pi
2pi∫
0
hν(t, τ)x(ν)(τ)dτ) = y(t)
с условиями
x(ν)(0) = x(ν)(2pi), ν = 0, 1, ...,m− 1, (3.2.2)
где x(t) – искомая, aν(t), bν(t), hν(t, τ) (по обеим переменным), ν = 0, 1,
...,m, и y(t) – известные непрерывные 2pi-периодические функции.
Вычислительная схема метода строится следующим образом. Выбе-
рем n ∈ N. Введем на [0, 2pi] сетку равноотстоящих узлов
tk =
2pik
n
, k = 0, 1, ..., n− 1. (3.2.3)
Приближенное решение задачи (3.2.1), (3.2.2) будем искать в виде век-
тора
xn = (x0, x1, ..., xn−1), (3.2.4)
компоненты которого [xn]k = xk, k = 0, 1, ..., n−1, – приближенные зна-
чения искомой функции в узлах (3.2.3) – найдем из системы линейных
алгебраических уравнений
m∑
ν=o
(aν(tk)[Dνnxn]k +
bν(tk)
n
n−1∑
l=0
αk−l[Dνnxn]l+ (3.2.5)
+
1
n
n−1∑
l=0
hν(tk, tl)[Dνnxn]l) = y(tk), k = 0, 1, ..., n− 1.
Здесь Dνnxn, ν = 0, 1, ...,m, – формулы численного дифференцирования,
определенные на сетке (3.2.3)
[Dνnxn]k = h
−ν sν∑
j=−rν
cνjxk+j, h =
2pi
n
, ν = 0, 1, ...,m, (3.2.6)
xk+j =

xk+j+n, k + j < 0
xk+j−n, k + j ≥ n,
k = 0, 1, ..., n− 1,
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а коэффициенты квадратурных сумм αk−l = α
(n)
k−l, k, l = 0, 1, ..., n − 1,
равны
α(n)r = {tg
rpi
2n
, r − четно, − ctg rpi
2n
, r − нечетно}, n− нечетно;
α(n)r = {0, r − четно, 2 ctg
rpi
2n
, r − нечетно}, n− четно.
Сформулируем основной результат этого параграфа.
Теорема 3.2. Пусть для задачи (3.2.1), (3.2.2) и вычислительной
схемы (3.2.3) – (3.2.6) выполнены следующие условия:
A1 функции aν(t), bν(t), hν(t, τ) (по обеим переменным), ν = 0, 1, ...,
m, и y(t) удовлетворяют условию Ге¨льдера с некоторым показателем
α ∈ R, 0 < α ≤ 1,
A2 a2m(t) + b
2
m(t) 6= 0 на [0, 2pi],
A3 κ = ind(am(t)− ibm(t)) = ind(am(t) + ibm(t)) = 0,
A4 задача (3.2.1), (3.2.2) имеет единственное решение x∗(t) ∈ H(m)β
при любой правой части y(t) ∈ Hβ, β ∈ R, 0 < β < α,
B1 формулы численного дифференцирования Dνnxn, ν = 0, 1, ...,m,
сходятся,
B2 характеристические значения оператора Dmn по модулю отлич-
ны от 1.
Тогда при достаточно больших n система уравнений (3.2.5) одно-
значно разрешима и приближенные решения x∗n сходятся к точному
решению x∗(t) задачи (3.2.1), (3.2.2) при n→∞ со скоростью
‖x∗n − pnx∗‖H(m)β,n ≤ c(n
−α+β lnn+ εn),
где
εn = max0≤ν≤m ‖D
ν
npnx
∗ − qnx∗(ν)‖Hβ,n.
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В §3.3 строится и обосновывается квадратурно-разностный метод
для нелинейного сингулярного интегродифференциального уравнения
вида
F (t, x(m), ..., x(t), (Jx(m))(t), ..., (Jx)(t), (3.3.1)
(J0hmx(m))(t), ..., (J0h0x)(t)) = y(t),
с условиями
x(ν)(0) = x(ν)(2pi), ν = 0, 1, ...,m− 1, (3.3.2)
где x(t) – искомая, F (t, um, ..., uo, vm, ..., v0, wm, ..., w0), hν(t, τ), ν =
0, 1, ...,m и y(t) – известные 2pi-периодические по переменным t и τ
непрерывные функции своих аргументов, J и J0 обозначают, как и вы-
ше, сингулярный интеграл с ядром Гильберта и регулярный интеграл
соответственно.
Вычислительная схема метода строится следующим образом. Выбе-
рем n ∈ N. Введем на [0, 2pi] сетку равноотстоящих узлов
tk =
2pik
n
, k = 0, 1, .., n− 1. (3.3.3)
Приближенное решение задачи (3.3.1), (3.3.2) будем искать в виде век-
тора
xn = (x0, x1, ..., xn−1), (3.3.4)
компоненты которого [xn]k = xk, k = 0, 1, ..., n−1, – приближенные зна-
чения искомой функции в узлах (3.3.3) – найдем из системы нелинейных
алгебраических уравнений
F (tk, [Dmn xn]k, ..., [D
0
nxn]k, (3.3.5)
1
n
n−1∑
l=0
αk−l[Dmn xn]l, ...,
1
n
n−1∑
l=0
αk−l[D0nxn]l,
1
n
n−1∑
l=0
hm(tk, tl)[Dmn xn]l, ...,
1
n
n−1∑
l=0
h0(tk, tl)[D0nxn]l) = y(tk),
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k = 0, 1, ..., n− 1.
Здесь, как и в (3.2.5), Dνn, ν = 0, 1, ...,m, – разностные операторы, опре-
деляемые формулами численного дифференцирования (3.2.6), а значе-
ния коэффициентов αk−l = α
(n)
k−l, как и в предыдущем параграфе, равны
α(n)r = {tg
rpi
2n
, r − четно, − ctg rpi
2n
, r − нечетно}, n− нечетно;
α(n)r = {0, r − четно, 2 ctg
rpi
2n
, r − нечетно}, n− четно.
Для вычислительной схемы (3.3.3) – (3.3.5) задачи (3.3.1), (3.3.2)
справедлива следующая
Теорема 3.3. Пусть выполнены следующие условия:
A1 функции hν(t, τ) (по обеим переменным), ν = 0, 1, ...,m, и y(t)
удовлетворяют условию Ге¨льдера с некоторым показателем α ∈ R,
0 < α ≤ 1,
A2 задача (3.3.1), (3.3.2) в некотором шаре пространства H(m)β
имеет единственное решение x∗(t) ∈ H(m)α , β ∈ R, 0 < β < α ≤ 1,
A3 функция F (t, um, ..., u0, vm, ..., v0, wm, ..., w0) непрерывно дифферен-
цируема по переменным uν, vν, wν, ν = 0, 1, ...,m, в области
| t |<∞, | uν − x∗(ν)(t) |≤ c, | vν − (Jx∗(ν))(t) |≤ c,
| wν − (J0hνx∗(ν))(t) |≤ c, ν = 0, 1, ...,m,
и ее частные производные F ′uν , F
′
vν
, F ′wν , ν = 0, 1, ...,m, удовлетворяют
условию Ге¨льдера с показателем α по переменной t и условию Липши-
ца по переменным uν, vν, wν, ν = 0, 1, ...,m,
A4 F ′2um(x
∗) + F ′2vm(x
∗) 6= 0 на [0, 2pi],
A5 κ = ind(F ′um(x
∗) + iF ′vm(x
∗)) = 0,
A6 линеаризованная задача
m∑
ν=0
(F ′uν(x
∗)x(ν)(t) + F ′vν(x
∗)(Jx(ν))(t) + F ′wν(x
∗)(J0hνx(ν))(t)) = 0, (3.3.6)
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x(ν)(0) = x(ν)(2pi), ν = 0, 1, ...,m− 1, (3.3.7)
имеет в H (m)β лищь нулевое решение,
B1 формулы численного дифференцирования Dνnxn, ν = 0, 1, ...,m,
сходятся,
B2 характеристичекие значения оператора Dmn по модулю отлич-
ны от 1.
Тогда при достаточно больших n система уравнений (3.3.5) одно-
значно разрешима в некотором шаре
‖xn − pnx∗‖H(m)β,n ≤ c
и приближенные решения x∗n ∈ H(m)β,n сходятся к точному решению
x∗(t) ∈ H(m)β задачи (3.3.1), (3.3.2) при n→∞ со скоростью
‖x∗n − pnx∗‖H(m)β,n ≤ c(n
−α+β lnn+ εn),
где
εn = max0≤ν≤m ‖D
ν
npnx
∗ − qnx∗(ν)‖Hβ,n.
В §3.4 предложен и обоснован квадратурно-разностный метод реше-
ния линейного сингулярного интегродифференциального уравнения в
пространстве квадратично суммируемых функций. При этом коэффи-
циенты характеристической части удовлетворяют условию Ге¨льдера с
некоторым показателем 0 < α ≤ 1, а остальные коэффициенты и правая
часть уравнения могут иметь интегрируемые разрывы. Точным реше-
нием уравнения в этом случае будет функция, старшая производная
которой квадратично суммируема.
В вычислительной схеме метода, в отличие от метода, рассмотрен-
ного в §3.2, используются не значения коэффициентов в узлах, а их
средние значения (по Стеклову) на промежутке между узлами.
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Доказана (теорема 3.6) разрешимость метода и получена оценка по-
грешности приближенного решения
‖pnx∗ − x∗n‖W(m)2,n ≤ c(n
−α +
m∑
ν=0
(ωτ(hν;
1
n
)2 + ω(x∗(ν);
1
n
)2) + εn),
εn = max0≤ν≤m ‖D
(ν)
n pnx
∗ − qnx∗(ν)‖L2,n,
ωτ(hν; δ)2 = ‖ sup
0≤η≤δ
{
2pi∫
0
| hν(t, τ + h)− hν(t, τ) |2 dτ} 12‖L2.
В главе 4 ”Приближенныне методы решения псевдодиффе-
ренциальных уравнений” рассматриваются приближенные методы
решения псевдодифференциальных уравнений. Псевдодифференциаль-
ные уравнения являются обобщением сингулярных интегродифферен-
циальных уравнений и наследуют их свойства. Поэтому результаты по
приближенным методам решения последних могут быть перенесены на
случай псевдодифференциальных уравнений. В то же время псевдодиф-
ференциальные уравнения рассматриваются в пространствах Соболе-
ва, что позволяет получать более сильные результаты, не имеющие
аналогов в других пространствах.
В §4.1 приводятся вспомогательные результаты, необходимые для
обоснования полиномиального метода коллокаций. В частности, дока-
зывается равносильность полиномиального метода коллокаций и моди-
фицированного метода Галеркина.
В §4.2 обосновывается полиномиальный метод коллокации для сингу-
лярных интегральных уравнений с ядром Гильберта. Однако сам син-
гулярный интеграл с ядром Гильберта в тексте этого параграфа не
присутствует, потому что, как показал М. С. Агранович, сингулярный
интегральный оператор с ядром Гильберта в пространствах Соболева
равен, с точностью до вполне непрерывного слагаемого, разности рядов
Фурье по положительным и отрицательным индексам. Поэтому здесь
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сингулярный интегральный оператор представляется именно в таком
виде.
Доказано, что полиномиальный метод коллокаций для сингулярных
интегральных уравнений с ядром Гильберта в пространствах Соболе-
ва имеет погрешность порядка наилучшего приближения точного ре-
шения, то есть является оптимальным по порядку.
В §4.3 результаты предыдущего параграфа обобщаются на случай
псевдодифференциальных уравнений, а в §4.4 – на случай систем псев-
додифференциальных уравнений.
В главе 5 ”Кубатурно-разностный метод решения много-
мерных уравнений обосновывается кубатурно-разностный метод для
многомерных сингулярных интегродифференциальных уравнений в пе-
риодическом случае.
В §5.1 проводится исследование аппроксимативных свойств интер-
поляционного оператора Лагранжа в многомерном пространстве Собо-
лева. В частности доказывается следующая теорема об оценке нормы
интерполяционного оператора Лагранжа в пространствах Соболева.
Зафиксируем m ∈ N, s ∈ R, s > m/2 и n = (n1, n2, ..., nm) ∈ Nm.
Обозначим через
In =
m∏
j=1
Inj Inj = {kj | kj ∈ Z, | kj |≤ nj}, j = 1, 2, ...,m,
индексное множество и введем на ∆ = [−pi, pi]m сетку узлов
∆n = {tk = (tk1, tk2, ..., tkm) ∈ Rm | k = (k1, k2, ..., km) ∈ In,
tkj = kjhj, hj =
2pi
2nj + 1
, j = 1, 2, ...,m}.
Обозначим через
(Pnu)(τ) =
∑
k∈In
u(tk)ξn(τ, tk),
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τ = (τ (1), τ (2), ..., τ (m)) ∈∆, tk = (tk1, tk2, ..., tkm) ∈∆n,
интерполяционный полином Лагранжа функции u ∈ Hs по узлам ∆n.
Здесь
ξn(τ, tk) =
m∏
j=1
sin((2nj + 1)(τ (j) − tkj)/2)
(2nj + 1) sin((τ (j) − tkj)/2)
= [2n+ 1]−1
∑
l∈In
el(τ− tk),
n = (n1, n2, ..., nm) ∈ Nm, 1 = (1, 1, ..., 1) ∈ Nm,
τ = (τ (1), τ (2), ..., τ (m)) ∈∆, tk = (tk1, tk2, ..., tkm) ∈∆n,
– фундаментальные полиномы, удовлетворяющие условиям
ξn(tl, tk) =

1, l = k,
0, l 6= k, l,k ∈ In.
Теорема 5.1. Для любых s ∈ R, m ∈ N, m ≥ 2, s > m/2 и n ∈ Nm
верна оценка
‖Pn‖Hs→Hs ≤ 2m−s2 m s+12 M(n, s)
√
1 + ζ(2s−m+ 1),
где
M(n, s) =

√
n2
min(n)
s ,
а ζ(t) =
∞∑
j=1
j−t – дзета-функция Римана.
В §5.2 обосновывается кубатурно-разностный метод для полного дву-
мерного сингулярного интегродифференциального уравнения вида
(ABx)(t) + (Tx)(t) = y(t), t = (t(1), t(2)) ∈ [−pi, pi]2,
где A – двумерный сингулярный интегральный оператор
Ax ≡ a00(t)x(t) + a01(t)(J01x)(t) + a10(t)(J10x)(t) + a11(t)(J11x)(t)
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с сингулярными интегралами
(J01x)(t) =
1
2pi
pi∫
−pi
x(t(1), τ (2)) ctg
τ (2) − t(2)
2
dτ (2),
(J10x)(t) =
1
2pi
pi∫
−pi
x(τ (1), t(2)) ctg
τ (1) − t(1)
2
dτ (1),
(J11x)(t) =
1
4pi2
pi∫
−pi
pi∫
−pi
x(τ (1), τ (2)) ctg
τ (1) − t(1)
2
ctg
τ (2) − t(2)
2
dτ (2)dτ (1),
понимаемыми в смысле главного значения по Коши-Лебегу, B – эллип-
тический дифференциальный оператор
Bx ≡ ∑
|k|=|l|=m
bkl(t)(Dk+lx)(t)
с обобщенными производными
Dk = Dk2Dk1, порядка k = (k1, k2) ∈ N0,
а T – известный линейный оператор. Доказана (теорема 5.2) сходимость
метода и получены оценки погрешности приближенного решения.
Глава 6 ”Квадратурно-разностный метод решения уравне-
ний на разомкнутом контуре” посвящена разработке и обоснова-
нию квадратурно-разностного метода решения сингулярных интегро-
дифференциальных уравнений с ядром Коши на разомкнутом контуре.
В §6.1 квадратурно-разностный метод строится и обосновывается
для уравнений нулевого индекса вида
m∑
ν=0
(aν(t)x(ν)(t) +
bν(t)
pi
1∫
−1
x(ν)(τ)dτ
τ − t +
+
1
pi
1∫
−1
hν(t, τ)x(ν)(τ)dτ) = y(t), −1 < t < 1,
с начальными условиями
x(ν)(ξ0) = 0, ν = 0, 1, ...,m− 1, −1 ≤ ξ0 ≤ 1,
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где x(t) – искомая, aν(t), bν(t), hν(t, τ), ν = 0, 1, ...m, y(t) – известные
непрерывные функции своих аргументов t, τ ∈ [−1, 1], bm(t) является
полиномом степени n0 ≥ 0.
В §6.2 указываются изменения в постановке, вычислительной схеме
и обосновании метода в случае уравнений положительного и отрица-
тельного индексов.
В заключении подведены итоги выполненных исследований и на-
мечены направления дальнейших исследований по данной теме.
В приложении приведены примеры решения нескольких модельных
задач предлагаемыми методами и оценены полученные результаты.
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